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XII. osztaly -H1 — Szakkozép kategoria

1. feladat (20 ponr)
Ertelmezziik a Z halmazon az x * y = xy — 2x — 2y + 6 miiveletet, barmely x,y € Z esetén.

a) Bizonyitsd be, hogy a ,,*”” miivelet asszociativ és kommutativ!

b) Hatdrozd meg a Z halmazban a,, * ” miveletre nézve szimmetrizalhat6 elemeket!

c¢) Bizonyitsd be, hogy ha m, n és p olyan természetes szamok, amelyekre m *x n*p =13ésm <n <
p, akkor az m, n és p szdmok szorzata oszthat6é 13-mal!

2. feladat (20 pont)

Adott az f:(0,+) = R, f(x) = log; x fiiggvény.
fx)
a) Hatdrozd mega g:(0,4+x) - R, g(x) = 37 —x fiiggvénynek azt a G: (0, +0) = R primitiv

fiiggvényét, amelyre G(2) = 2026.

e

b) Igazold, hogy I = f xf(x)dx =
1

c¢) Minden n € N esetén értelmezziik: I,, = [ f x f*(x) dx.
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2
Igazold, hogy I, = 2(;—3)71 - 2111?111—1 , barmely n € N esetén!

3. feladat (20 pont)
Adottak az A, B € M, (R) mitrixok, ahol A = (éggg D & B = (—2_0126 20125)‘

Tekintsiik a G = {X € M,(R)|det(X) = 1} halmazt.

a) Ellendrizd, hogy az A és B eleme-¢ a G halmaznak!
b) Igazold, hogy a G halmaz a matrixok szorzésaval csoportot alkot!

¢) Bizonyitsd be, hogy ha X = (g Z) € Gaz X? — X + I, = 0, egyenlet egy megoldasa, akkor a +
d=1.
4. feladat (30 pont)

Egy kisérlet soran megfigyelték, hogy egy forrds dltal kibocsdtott sugarzds intenzitdsa, amelyet a forrdstol

1
a > 0 tavolsdgra 1év6 pontban mértek, a kovetkez6 képlettel adhaté meg: I(a) = f Wlaz X.
0

a) Szamitsd ki a sugdrzds intenzitisdnak értékét a forrastél a = 1,illetve a =+/3 tdvolsagra 1évé
pontokban!
1
b) Bizonyitsd be, hogy az I: (0; +) = R, I(a) = f ﬁdx figgvény csokkend; értelmezd fizikai
0

szempontbdl a kapott eredményt!
1
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¢) Igazold, hogy fenndll az I(a) > T egyenldtlenség barmely a > 0 esetén!

Megjegyzés:
Munkaidé: 3 6ra; minden feladat kotelezé; hivatalbél 10 pont jar.
A maximalis pontszam 100 pont.
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